ICT in de lessen wiskunde: het grafisch
rekenmachine in de derde graad.

Dr Didier Deses*

Inhoudsopgave

1 Inleiding 1
2 Poolcoordinaten 4
3 Parametervergelijkingen 5
4 Een voorbeeld met een temperatuursensor 8
A Wat de TI-84+ reeds kan 13

1 Inleiding

We zullen hier aan de hand van enkele concrete opdrachten de mogelijkheden
van de TI-84+4 bespreken in het kader van lessen wiskunde in de derde
graad. Omdat de leerstof van de derde graad relatief uitgebreid en divers
is, zullen we onze voorbeelden nemen in het meest uitgebreide deel ervan,
namelijk de analyse. Voor tal van eenvoudige berekeningen zoals het vinden
van nulpunten, extrema of het berekenen van een bepaalde integraal, bezit
de TI-84+ een uitgebreid stel commando’s. Voor een korte beschrijving
ervan en de afspraken omtrent de gebruikte notaties in wat volgt, verwijzen
we naar Appendix A. We zullen onmiddellijk starten met enkele eenvoudige
voorbeelden behandelen.

Opdracht 1 (Nulwaarden). Soms vergt het bepalen van de nulpunten van
een veelterm inzicht en kan de TI-84+ helpen. Maak de grafiek van de reéle

*Leerkracht wiskunde K. A. Koekelberg, medewerker aan het departement wiskunde
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functie f : R — R met voorschrift f(z) = 2®+ 222 — 3. Bepaal de nulpunten
zowel manueel als met de TI-84+ .

Oplossing 1. Om de nulpunten te vinden kan men de veelterm ontbinden
in factoren. Door op te merken dat de som van de coefficiénten nul is, weten
we dat de veelterm deelbaar is door (x — 1). Deling of de methode van
Horner geeft dan de andere factor die van de tweede graad is en kan worden
ontbonden via de discriminant methode. De nulpunten 1, —3 en % kunnen
aldus gevonden worden. Met de TI-84+ gebeurt dit als volgt.

Flotl Flotz Flobs W MO
S EESIHFAZE 29 wmin=-4,7
2 mmax=d. 7
wMe= mecl=1
wMm= Ymin=-3l
sy = “max=3. 1
wMe= Ysol=1
~ME= Hres=1
F]!!{j!}]]g FRENE TR B R
tualue
Zero
Sminimum
42 maxinum
EléhEEPEEGt
LR [P -
TRl oxids i S TS
PISHOBAP SRR -0 =R P80 {
nmisw:h / Gui? EKJ/ Zw! WK\/
¥=-.8 v=-z.772 H=o13 i=-.7E2 H=-1i.5 =0

Opdracht 2 (Ontbinden in factoren). Soms is een veelterm moeilijk ont-
bindbaar en kan de TI-84+ een grote hulp zijn. Ontbind de veelterm
223 — 32% — 162 + 24 in factoren.De discriminantmethode is hier niet van
toepassing en Horner niet onmiddellijk omdat er geen gehele nulpunten zijn.

Oplossing 2. Maak eerst de grafiek in [ZDecimal] en pas daarna via
de schaal op de y-as aan tot je een mooi beeld krijgt. Via [calc] [Zero]

kan je nu de nulpunten zoeken. Eén ervan is z = %
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Pas nu Horner toe zodat je de factor (z — g) kan buitenbrengen. Het overge-
bleven deel is nu van de tweede graad en kan ontbonden worden via de dis-

criminant methode. De uiteindelijke ontbinding is 2(z—32)(z—2v/2) (z+2v/2).

Opdracht 3. Limieten
Soms leidt het gebruik van de TI-844 tot een verkeerde conclusie. We



behandelen een klassieker. Maak de grafiek van de functie f : R — R
met voorschrift f(z) = 1008RLLsnI00L et de grenzen uit [ztrig].
Gebruik [calc] [value] om na te gaan welke beelden de TI-84+ geeft

voor waarden rond 0 (bijvoorbeeld 0.1,0.01 en 0.001). Vergelijk met de
grafiek. Maak de grafiek opnieuw door via de grenzen van de x-as
te veranderen in xmin=-0.2 en xmax=0.2. Bereken natuurlijk ook de limiet.

Oplossing 3. De limiet is eenvoudig te berekenen als men beschikt over
sinx

lim =1.
z—0 I
. 100sinx + sin 100z . 100sinzx . sin 100x
lim = lim—+4+1lim——
z—0 100z z—0 100z z—0 100x
= 1+1
2

Met de TI-84+4 bekomt men echter een grafiek waarop men zonder de
grenzen aan te passen niets van het gedrag van f ziet.
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Opdracht 4 (Raaklijnen). Bepaal aan de kromme y = sin(x) de raaklijn in
het punt a = 7. Gebruik de TI-84+ om de grafiek te maken.

Oplossing 4. Dit kan op verschillende manieren gebeuren. Je kan eerst de
functie ingeven met , dan het afgeleid getal berekenen via [nDeriv(]
in a en dan de vergelijking van de raaklijn ingeven.
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Het kan ook eenvoudiger, als het alleen maar de bedoeling is om te komen
tot de grafiek. Geef met de functie in en maak de grafiek. Tik dan

[draw] in en kies [Tangent (]. Je kan nu het punt op de kromme kiezen
waarin de raaklijn getekends moet worden. Tik gewoonweg [7] in.

De grafiek met de raaklijn wordt getekend en de vergelijing van de raaklijn
verschijnt onderaan.
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2 Poolcoordinaten

In de wetenschappen komt het vaak voor dat een kromme niet gegeven
wordt onder de cartesische vorm y = f(z), maar wel onder de vorm van
een poolvergelijking » = f(#). Ook hier kan de TI-84+ helpen.

Opdracht 5 (Kegelsneden in poolcoordinaten). Beschouw de krommen in
het vlak gegeven door de poolvergelijking r = _%-. Ga de invloed van
de eccentriciteit e na. Afhangend van de begeleiding kan dit onderwerp ook

dienen in het kader van de onderzoekscompetenties.

Oplossing 5. Schakel eerst via om naar [pol]. Als je nu op
drukt, krijg je de mogelijkheid om een functie voorschrift in te geven in
poolcodrdinaten. De grafiek maak je door [ZDecimal] te gebruiken.
Opgelet! Als je hier een ander selectie maakt, kan het zijn dat de grafiek
vervormd wordt. Probeer maar eens de cirkel r = 3 via [ZStandard] te
tekenen!
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De gevraagde krommen zijn de verschillende kegelsneden. Als 0 < e <1
dan bekomt men een ellips, indien e = 1 heeft men een parabool en als e > 1
vind je een hyperbool.
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Opdracht 6. Beschouw de krommen in het vlak gegeven door de poolvergelijk-
ing r = cosaf en r = sinaf. Ga de invloed van de parameter a € Ny na. Je
kan dit ook veralgemenen tot bijvoorbeeld r = b 4 cos af
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Oplossing 6. Deze krommen worden door de leerlingen vaak herkend als
"bloemetjes”. Is a oneven dan zijn er a "blaadjes”, is a even dan is het
aantal 2a. In het tweede geval is dit niet meer waar, de conclusie hangt af
van b < 1 of niet. Je bekomt in deze gevallen bloemetjes met een kern (b > 1)
of met 2 grootten van blaadjes.
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3 Parametervergelijkingen

Voor vele systemen wordt een beschrijving gegeven van een punt in het vlak
in functie van de tijd (z(t), y(t)) Men kan dit ook schrijven als een stel para-

v = f(1)

y = g(t)
een aantal oefeningen in deze context op te lossen.

metervergelijkingen: . We zullen de TI-84+ nu gebruiken om

Opdracht 7 (Lissajous-krommen). Een Lissajous-kromme wordt gegeven
door de combinatie van twee loodrecht op elkaar staande oscillaties.

xr = sinat
y = sin bt
Gebruik de TI-84+ om deze krommen te onderzoeken. Ga na dat de vorm

afhangt van de verhouding % In het kader van de onderzoekscompetentie
kan hier ook een ZW oscilloscoop aan gekoppeld worden.

Oplossing 7. Selecteer opneiuw eerst via de optie [par] en geef
daarna via de parametervergelijkingen in. Maak uiteindelijk de tekening

met [ZDecimal] en pas het venster aan via .
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Opdracht 8. Gegeven is een ellips in parametervergelijkingen:
T =acost
y = bsint

Bepaal de vergelijking van de raaklijn in het punt waarvoor t = t;. Maak
een passende illustratie met de TI-844 .

Oplossing 8. We berekenen de differentialen

dx = —asintdt
dy = bcostdt

Zodat de richtingscoéfficiént van de raaklijn gegeven is door

dy tt
m=—=——2Co
dz a
Voor t = t, wordt dit m = —g cot ty en het raakpunt is dan

Ty = acosty
Yo = bsinty

Indien bijvoorbeeld a = 3,b = 2 en ty = 7 is dan is de raaklijn de rechte

gegeven door
2 V2

y:—g(x—ST)—f—\/g

De raaklijn kun je onmiddelijk bekomen via [draw] [Tangent (] maar
het is interessanter om aan te tonen dat elke cartesische vergelijking van de
vorm y = f(x) ook als parametervergelijking kan worden gegeven onder de

=t
vorm v ) De parametervergelijking van de raaklijn wordt dan
y =
Tr =
y=—2(t—3%)++2

Je kan zo beide krommen tekenen.
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Opdracht 9. Gebruik de TI-84+ om met behulp van differentialen de lengte
te bepalen van de kromme gegeven door de parametervergelijkingen:

— sint
{x S.ln 7t < [0727T[
Yy = sin 2t

Gebruik dit ook om de omtrek van een ellips te berekenen.

Oplossing 9. Men weet dat de lengte van een (infinitesimaal) klein stukje
kromme kan benaderd worden door de schuine zijde van een rechthoekige
driehoek met rechthoekszijden dz en dy. Deze lengte is dan /(dz)? + (dy)2.

ol

De totale lengte van een kromme, die zichzelf niet meerdere keren doorloopt,
kan dan gevonden worden met behulp van de integraal van bovenstaande
uitdrukking. Met de TI-84+ kunnen we dit als volgt doen. We schake-
len eerst over naar parameter vergelijkingen via [par]. Met VO-
eren we nu de vergelijkingen in voor x en y. We gebruiken het commando
math |[nDeriv] om de differentialen dz en dy te berekenen. We letten wel
op dat we de differentialen niet tekenen. De booglengte kan nu berekend
worden met bovenvermelde formule en de functie [ntnt]. Merk op
dat de berekening relatief zwaar is omdat telkens beide differentialen moeten
worden benaderd door de TI-84+ .
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Voor een cirkel of een ellips krijg je volgend resultaat.
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Een eigenaardigheidje van deze oefening is dat, moest men de omtrek van
een ellips trachten te bepalen, men een elliptische integraal zou bekomen.
Deze integralen zijn bekend omdat zij, net zoals [ e~**dz niet uit te rekenen
zijn. Een formule voor de omtrek van een ellips is dus niet te vinden! Met
bovenstaande techniek kan men wel op een redelijk eenvoudige wijze een
benadering vinden.

4 Een voorbeeld met een temperatuursensor

In het hoofdstuk exp en log worden er altijd een aantal toepassingen gegeven.
Deze gaan van de klassiekers (bacterie culturen) tot meer exotische voor-
beelden (verspreiding van geruchten). In al deze gevallen bekom je een expo-
nentiéle functie. Maar het is nog een andere zaak te tonen dat deze modellen
werkelijk uit de natuur rondom ons volgen.

Aan de hand van een eenvoudige temperatuursensor, die gemakkelijk op
de TI-84+ aan te sluiten is, zullen we hier een voorbeeld uitwerken.

Sensoren voor de TI-84-+ kunnen bestaan in twee soorten: de eerste
soort sensoren kan onmiddellijk op de TI-84+ worden aangesloten, de an-
dere gebruikt de CBL2 om de gevenes door te zenden. In het eerste geval
maak je een verbinding met de sensor en kun je onmiddellijk met behulp
van de app EasyData de meetgegevens verzamelen. In het tweede geval
verbind je eerst de CBL2 met de TI-84+ . Daarna zet je de TI-84+ via
[1link] [Receive] in ontvangst-mode en druk je op de CBL2 op

de toets om de app DataMate op je TI-84+ te zetten. Merk op
dat dit een éénmalige handeling is, bovendien is het overbodig indien de app
EasyData reeds geinstalleerd is, deze kan immers ook via de CBL2 gegevens
verzamelen. Beide app’s doen ongeveer hetzelfde, alleen bevat DateMate ook
opties om de gegevens te analyseren.



Opdracht 10. Bestudeer de functies gegeven door f(z) = ¢4 e *° a < 0.

Oplossing 10. Deze functies hebben een horizontale asymptoot y = ¢ in
+00. Het teken in het voorschrift zal bepalen of de functie stijgend of dalend
is. De parameters a en b zullen uitmaken hoe snel de grafiek van f de
horizontale asymptoot nadert.
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Opdracht 11. Plaats een temperatuursensor aan de TI-84+4 . Start één
van beide app’s om data te verzamelen, wij zullen hier EasyData gebruiken.
We zullen gedurende 1 minuut elke seconde de temperatuur meten. Neem de
sensor in de palm van de hand en start de metingen. Verlaat de app en maak
de grafiek aan de hand van [statplot] . Vergelijk met de krommen van
vorige opdracht.



Oplossing 11. Na het starten van easydata wordt de huidige temperatuur
gegeven, dit is de kamertemperatuur (ideaal is een 20-tal graden Celsius,
eventueel kun je de sensor afkoelen dmv een glas koud water). Gebruik
[Setup] [Time Graph ...] gevolgd door [Edit] om het Sample Interval
gelijk te stellen aan 1s, kies dan [next] en geef aan dat je 60 metingen wil
verzamelen, beéindig met [next] en [ok]. Kies [start] en plaats onmid-
dellijk de sensor in je hand. De TI-84+ verzamelt nu de gegevens en toont
deze in een grafiek. Na een minuut worden de gegevens opgeslagen en wordt
de grafiek aangepast. Kies nu [main] en [quit]. De gegevens zullen in de
lijsten L1, Lo worden opgeslagen, bevestig dit met [ok]. Via [edit]

kun je nu de metingen bekijken en met [statplot] bekom je de grafiek.
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___________

De grafiek die je bekomt, lijkt zeer sterk op de functies uit de vorige opdracht.

Opdracht 12. Gebruik de gegevens van vorige opdracht en een regressie om
aan te tonen dat de metingen op een kromme y = ¢ — e®*** a < 0 liggen.

Oplossing 12. Met behulp van kan je de waarde voor de horizontale
asymptoot y = ¢ bepalen. Let erop dat de asymptotische waarde groter is
dan alle metingen.

LERRNE:
,,,,,,,, -

o

L1 : R —— Y=zB.9eEEYT .

We kennen nu de waarde voor ¢, in ons geval bedraagt deze ongeveer 29°C.
Om de andere parameters te achterhalen zullen de vergelijking y = ¢ — e®**?
herschrijven als
y—c= _eaa:—l-b
of nog
In(—(y—¢)) =ax+b

We maken dus een nieuwe lijst L3, waarop we een lineaire regressie toepassen.
De gevonden vergelijking y = ax + b onthouden we in Y;.

1 -CLz—292 2+ Linkea
£1.724731276 1 u=gx+hb
LinRegiax+b2 L1, a=-.8919315994
Lz-%10 b=1.7435199:5

We kunnen nu opnieuw de metingen tekenen, samen met de gevonden vergelijk-
ing y = ¢ — et
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Opdracht 13. Voer volgende metingen uit op analoge wijze als voorheen.
Verbind de sensor met de TI-84+ en start opnieuw de app om metingen
te verzamelen. Stel het toestel in om elke seconde een meting uit te voeren.
Verwarm met je hand de sensor tot ongeveer dertig graden. Start daarna de
metingen en dompel de thermometer onder in koud water. Maak de grafiek
en gebruik opnieuw een lineaire regressie om een voorschrift te vinden.

Oplossing 13. Deze keer bekomen we een grafiek die eruitziet als die van

een functie van het type y =c+e

ar+b
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De asymptoot ligt deze keer

rondom de 11.8°C'. We kunnen opnieuw de lijst

metingen herberekenen zodat we een lineaire regressie kunnen toepassen.
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Het uiteindelijk resultaat is dan
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A Wat de TI-84+4 reeds kan

We zullen regelmatig dingen intikken op de TI-84+4 . We gebruiken hier
om een knop aan te duiden en [calc] om een keuze aan te duiden die

met behulp van de knop kan worden gevonden. De notatie [fmax]
gebruiken we dan weer om selectie uit een menu te maken. Zo vind je bijvoor-
beeld onder [angle] [DMS] het commando om hoeken om te zetten van
radialen naar graden, minuten en seconden. Soms zullen we ook de opeen-
volgende stappen op de TI-84+ geven door ‘screenshots’. Deze moeten dan
gelezen en uitgevoerd worden op de manier van een stripverhaal: van links
naar rechts en van boven naar onder.

De meeste nuttige functies die kunnen dienen in de lessen analyse van
de derde graad kunnen worden verkregen via het menu [calc] nadat

je een grafiek hebt gemaakt. Dit doe je als volgt. Via kun je één
of meerder functievoorschriften ingeven. Daarna druk je op om de

grafiek te maken, of je gebruikt een keuze uit , de beste is waarschijnlijk
[zdecimal], omdat deze ervoor zorgt dat je een orthonormaal assenstelsel
krijgt.
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Zoals eerder gezegd kun je nu via [calc] aan verschillende nuttige
ingebouwde functies geraken.

2nd |[calc]

[value] om functiewaarden te bepalen

[minimum], [maximum] | om extrema te benaderen

[intersect] om het snijpunt tussen twee krommen te benaderen
[dy/dx] om de afgeleide in een punt te bepalen

[[ f(x)dx] om een bepaalde integraal te benaderen

Het is goed om weten dat verschillende van deze functies ook via het menu

beschikbaar zijn.
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math

[fmin], [fmax] | om extrema te bepalen

[nderiv] om numeriek de afgeleide in een punt te bepalen
nderiv(functie, variabele, punt)
[fnint] om numeriek een bepaalde integraal te bepalen

fnint(functie, variabele, ondergrens, bovengrens)

Deze zijn echter iets moeilijker en uitgebreider in het gebruik. We beperken
ons hier tot het gebruik van [nderiv]. Wij zullen dit enkel benutten om in
sommige gevallen het afgeleid getal in een punt te berekenen. De syntax is
dan nderiv(functie,variabele,punt). We zullen gebruik maken van bij-
voorbeeld nderiv(Y1(X),X,2) waarbij Y1 de functie is die via ingevoerd

kan worden. Y1 kun je via [y—vars] [function...] intypen.
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